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ГЛАВА IV. ОПРЕДЕЛЕНИЕ AB-INITIO ЗНАЧЕНИЙ ФАЗ

СТРУКТУРНЫХ ФАКТОРОВ ДЛЯ РЕФЛЕКСОВ НИЗКОГО

РАЗРЕШЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ КРИТЕРИЯ ОБОБЩЕННОГО

ПРАВДОПОДОБИЯ

4.1 Постановка задачи.

Данная глава посвящена определению значений фаз

( ){ }ϕ h
h S∈
структурных факторов для некоторого фиксированного набора

рефлексов S . Предполагается, что модули структурных факторов этого

набора ( ){ }F obs h
h S∈

 известны из эксперимента. Широко распространенной

стратегией определения неизвестных фаз ab-initio является рассмотрение

большого количества пробных значений фаз ( ){ }ϕ h
h S∈

, удовлетворяющих

ограничениям симметрии для центросимметричных рефлексов, и выбор из

них одного или нескольких возможных решений на основании некоторого

критерия. В данной главе исследуется возможность использования критерия

обобщенного правдоподобия при определении и расширении значений фаз

низкого разрешения.

Каждому возможному фазовому набору можно поставить в

соответствие область молекулы в элементарной ячейке и свести выбор между

альтернативными фазовыми наборами к выбору между альтернативными

областями молекулы. Для любого гипотетического набора фаз низкого

разрешения можно вычислить синтез Фурье, используя эти фазы и

экспериментальные модули структурных факторов. В качестве области

молекулы можно выбрать ту область элементарной ячейки фиксированного

объема, которая содержит точки с максимальными значениями

рассчитанного синтеза (Рис. 4.1). Задача выбора наилучшего фазового набора

из альтернативных наборов может быть переформулирована как задача

выбора области молекулы среди альтернативных областей. В свою очередь,

как было показано в главе 1, выбор между альтернативными областями
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можно рассматривать как выбор между альтернативными априорными

распределениями координат атомов в элементарной ячейке.

Рисунок 4.1. Схема перехода от задачи выбора наилучшего фазового набора
к выбору одной из альтернативных масок области молекулы.

4.2 Выбор наилучшего фазового набора среди нескольких

альтернативных фазовых наборов

Критерий обобщенного правдоподобия был применен для выбора

одного из нескольких альтернативных фазовых наборов, полученных с

помощью FAM-метода. FAM-метод приводит на некотором этапе к

нескольким альтернативным кластерам, состоящим из близких фазовых

наборов (Podjarny, Urzhumtsev & Lunin, 1998). Для каждого кластера были

Одна из альтернативных
масок области

+Fobs

Один из альтернативных
фазовых наборов

( ){ }κρ ≥=Ω rr :Ω
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рассчитаны центроидные фазы, а затем, в соответствии со схемой,

изображенной на рис. 4.1, маска области. Каждой маске области было

поставлено в соответствие априорное распределение координат атомов,

равное константе внутри этой маски и нулю вне ее. Для каждого такого

априорного распределения в ходе компьютерного эксперимента

рассчитывалось обобщенное правдоподобие, определенное в главе 2.

Ожидалось, что лучшей маске области будет соответствовать максимальное

значение обобщенного правдоподобия. Это предположение подтвердилось в

тестах с экспериментальными данными для РНКазы  SA разрешения 16 Å

при сравнении масок, выделяющих 60% объема элементарной ячейки (Рис.

4.2 а), что приблизительно соответствует объему молекулы. При сравнении

масок, построенных по тем же фазовым наборам, но выделяющим только

30% элементарной ячейки, максимальное значение обобщенного

правдоподобия получалось не для лучшей маски (Рис. 4.2 б). Отметим,

однако, что объем, занимаемый молекулой в элементарной ячейке кристалла,

определяется, как правило, достаточно точно на основании значения

молекулярного веса.

4.3 Использование обобщенного правдоподобия в качестве критерия при

ab-initio определении фаз низкого разрешения

Процедура определения ab-initio значений фаз аналогична процедуре,

предложенной Луниным, Уржумцевым и Сковородой (1990). Она состоит из

генерирования очень большого числа фазовых наборов, ниже называемых

вариантами, отбора вариантов с максимальными
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а)

б)

Рисунок 4.2. Зависимость величины критерия обобщенного правдоподобия
от уровня срезки для четырех альтернативных масок, полученных с помощью
FAM метода. Дифракционные данные для RNAse Sa разрешения d=16-100 Å.
Объем сравниваемых масок а) 30% б) 60% объема элементарной ячейки.
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значениями некоторого критерия и дальнейшего анализа и усреднения

отобранных вариантов. Ключевым моментом этой процедуры является выбор

критерия отбора вариантов. В данной работе в качестве критерия

используется значение обобщенного правдоподобия, определенного по

формуле (2.5).

В практической работе более эффективно использовать не один, а

несколько независимых критериев. Однако, основной задачей данной работы

было исследование возможности использования критерия обобщенного

правдоподобия самого по себе. Ниже будут кратко рассмотрены несколько

примеров использования критерия правдоподобия в комбинации с другими

критериями.

4.4 Генерация вариантов

Первым этапом рассматриваемой процедуры является генерация

большого числа значений фаз для выбранной группы рефлексов низкого

разрешения. Широко используемые способы перебора большого количества

фазовых наборов описаны в Гл.1 п.1.22 . Из перечисленных способов в

данной работе были использованы два: “полный” перебор и случайная

генерация. При “полном” переборе значение фазы каждого

центросимметричного рефлекса принимает одно из двух возможных

значений, а фаза каждого нецентросимметричного рефлекса принимает

значения: ±π/4, ±3π/4. Такой способ перебора был использован, когда

рассматриваемый набор рефлексов представлял собой небольшое количество

только сильных рефлексов. Заметим, что во многих пространственных

группах симметрии среди рефлексов низкого разрешения преобладают

центросимметричные рефлексы. Поэтому на очень низком разрешении  для

небольшой группы рефлексов в первую очередь представляется

целесообразным использовать именно этот способ перебора. В тестах,

описанных ниже, при работе со всеми подряд рефлексами из некоторой зоны

разрешения использовалась  также случайная генерация фазовых наборов.

4.5 Контрольные функции
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Все тесты проводились со структурами с уже известными атомными

моделями. В качестве контрольной функции был использован коэффициент

корреляции фаз (2.7), где { }ϕh
true представляет собой набор правильных фаз,

рассчитанных по известной атомной модели, { }ϕh  набор пробных фаз, а

{ }F o
h   набор экспериментальных модулей. “Хорошими” вариантами

являются фазовые наборы, обладающие высоким значением коэффициента

корреляции фаз (2.7), соответственно, “плохие” варианты - это фазовые

наборы с низким значением коэффициента (2.7). Наилучшим фазовым

набором является набор, обладающий максимальным значением фазовой

корреляции.

4.6 Тесты и результаты

Тесты проводились с тремя наборами экспериментальных данных,

описанных выше в разделе 2.5.2 : комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с

тРНК, γ-кристаллина IIIb и фактора элонгации G. Все рассчеты проводились

с экспериментальными, а не с рассчитанными данными.

4.6.1 Ab-initio определение фаз. Полный перебор

В первом тесте с данными для комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы

с тРНК было сформировано 4096 фазовых наборов путем полного перебора

для 12 сильнейших рефлексов в диапазоне разрешения 68 Å - inf. На рис. 4.3

представлено распределение значений обобщенного правдоподобия и

фазовой корреляции. Можно видеть, что вариант, наиболее близкий к

правильному варианту, имеет одно из самых высоких значений

правдоподобия. Однако, существуют плохие варианты с высоким значением

правдоподобия и, наоборот, хорошие варианты с низким
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Рисунок 4.3 Ab-initio определение фаз. Комплекс аминоацил-тРНК-
синтетазы с тРНК. Полный перебор значений фаз для 12-ти самых сильных
рефлексов в диапазоне разрешения d=68-250 Å. Рассмотрено 4096 фазовых
наборов.
Обобщенное правдоподобие вычислялось по всем рефлексам  в диапазоне
разрешения d=60-250 Å. Cϕ рассчитывался по рефлексам в диапазоне
разрешения d=68-250 Å. Значения параметров для вычисления обобщенного
правдоподобия: Bglob =8000, объем тестируемой маски области V=0.3 объема
элементарной ячейки, число псевдоатомов N=100, уровень срезки w=0.86 .
Треугольник соответствует фазовому набору, ближайшему к правильному
решению.
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 значением правдоподобия. Т.о. не наблюдается однозначной зависимости

между качеством фазового набора и значением правдоподобия.

В данной ситуации возможны два подхода: либо использоапть какую-

либо дополнительную информацию об исследуемой структуре, либо менять

стратегию определения значений фаз. Примером первого подхода является

тест с комплексом аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК, который показал, что

при наличии некоторой дополнительной информации об исследуемой

структуре критерий обобщенного правдоподобия может однозначно

указывать на правильное решение. В случае с данным комплексом из анализа

упаковки было ясно, что молекула не является ни тримером, ни тетрамером.

Из этого следует, что не должно быть областей высокой плотности на осях

вращения 3-го и 4-го порядков. Учитывая этот факт, из всех 4096 фазовых

наборов были отобраны только варианты, для которых построенные маски

имеют меньше, чем 0.12% точек, лежащих на осях вращения 3-го и 4-го

порядков. На рис. 4.4 представлены только эти варианты. Можно видеть, что

вариант, ближайший к правильному, имеет значение правдоподобия

значительно превышающее правдоподобие для остальных рассмотренных

вариантов. Следует подчеркнуть, что наличие структурной информации,

которая может быть затем успешно использована в сочетании с критерием

правдоподобия является скорее исключением, чем правилом. Тем не менее,

даже как частный случай, такой пример представляет интерес.

При формировании фазовых наборов в тестах с гамма-кристаллином

IIIb и фактором элонгации G необходимо было учесть тот факт, что в

пространственной группе P212121 существует восемь вариантов выбора

начала координат, а также неопределенность относительно выбора

энантиоморфа. Это дает возможность зафиксировать значения фаз для

четырех сильных центросимметричных рефлексов. (Заметим, что эти четыре

центросимметричных рефлекса выбираются не произвольно. Они должны

быть подобраны таким образом, чтобы при всех возможных сдвигах начала

координат и смене энантиоморфа были перебраны все
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Рисунок 4.4 Ab-initio определение фаз. Использование дополнительной
информации о структуре. Комплекс аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК. Из
4096 масок, рассчитанных по 4096 фазовым наборам, были отобраны только
маски, имеющие меньше, чем 0.12 % точек на осях вращения 3-го и 4-го
порядков. Cϕ рассчитывался по рефлексам в диапазоне разрешения d=68-250
Å. Обобщенное правдоподобие вычислялось рефлексам в диапазоне
разрешения d=60-250 Å.
Значения параметров для вычисления обобщенного правдоподобия: Bglob
=8000, объем тестируемой маски области V=0.3 объема элементарной ячейки,
число псевдоатомов N=100, уровень срезки w=0.88 .
Треугольник соответствует фазовому набору, ближайшему к правильному
решению.
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возможные комбинации фаз для этих рефлексов.) Для γ-кристаллина были

выбраны 13 сильнейших рефлексов разрешения 29 Å- inf, фазы 4-х ц/с

рефлексов были зафиксированы, а для 9-ти оставшихся рефлексов был

проведен полный перебор. Для фактора элонгации G были выбраны 12

сильнейших рефлексов разрешения 34 Å- inf, фазы 4-х ц/с рефлексов были

зафиксированы, а для 8-и оставшихся рефлексов был проведен полный

перебор. Диаграмма для распределений обобщенного правдоподобия и

фазовой корреляции получились аналогичны диаграмме, полученной в тестах

с комплексом аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК. Как хорошие, так и

плохие варианты имеют высокое значение правдоподобия. Лучшие фазовые

набора не могут быть однозначно определены только с помощью критерия

обобщенного правдоподобия. Распределение значений фазовый корреляции

и обобщенного правдоподобия γ-кристаллина представлено на рис. 4.5.

Заметим, что даже самый плохой вариант имеет фазовую корреляцию выше

0.5. Такая близость всех рассмотренных вариантов объясняется фиксацией 4-

х сильных рефлексов.

4.6.2 Ab-initio определение фаз. Случайная генерация фазовых наборов

В предыдущих тестах с сильнейшими рефлексами низкого разрешения

не удалось выделить лучшие фазовые наборы только с помощью критерия

правдоподобия. Тем не менее, дальнейшие тесты показали, что во многих

случаях существует следующая статистическая тенденция – хорошие

варианты чаще обладают высоким значением правдоподобия, чем плохие.

Было сгенерировано случайно большое количество фазовых наборов,

рассчитано значение обобщенного правдоподобия для всех вариантов, а

затем были отобраны только варианты с высоким значением обобщенного

правдоподобия. Сравнение распределений значений фазовой корреляции для

всех сгенерированных вариантов и для отобранных вариантов показало, что

среди отобранных вариантов относительное число вариантов с высоким
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Рисунок 4.5 Ab-initio определение фаз. γ-кристаллин IIIb. Фазы 4-х сильных
рефлексов были фиксированы. Полный перебор значений фаз для 9-ти самых
сильных рефлексов в диапазоне разрешения d=29-100 Å. Рассмотрено 4096
фазовых наборов.
Обобщенное правдоподобие вычислялось по всем рефлексам  в диапазоне
разрешения d=23-100 Å. Cϕ рассчитывался по рефлексам в диапазоне
разрешения d=29-100 Å. Значения параметров для вычисления обобщенного
правдоподобия: Bglob =100, объем тестируемой маски области V=0.4 объема
элементарной ячейки, число псевдоатомов N=100, уровень срезки w=0.80.
Треугольник соответствует фазовому набору, ближайшему к правильному
решению.
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значением фазовой корреляции намного выше, чем среди всех

сгенерированных вариантов (Рис. 4.6). Критерий обобщенного

правдоподобия может служить как фильтр для отбора ансамбля вариантов с

более высокой концентрацией хороших вариантов. В случае трех

рассматриваемых структур эта тенденция наблюдалась для наборов,

состоящих из фаз 12-30 рефлексов самого низкого разрешения.

Ансамбль отобранных вариантов с высокой концентрацией хороших

вариантов, можно усреднить, рассчитав центроидные фазы и

индивидуальные показатели достоверности для каждой фазы по формуле:

( ) ( )[ ] ( )[ ]m
M

ibest
j

j

M
h h hexp expϕ ϕ=

=
∑1
1

. (4.1)

Полученные фазы с соответствующими показателями достоверности дают

лучшее значение фазовой корреляции с правильными фазами, чем решение,

полученное усреднением по всем случайно сгенерированным вариантам, и

могут служить в качестве начального приближения к решению фазовой

проблемы. Результаты сравнения вариантов, усредненных по всем

сгенерированным фазовым наборам и только по отобранным наборам,

представлены в таблице 4.1. Заметим, что для белков пространственной

группы P212121 наибольший интерес представляет сравнение значений  Cϕ,

рассчитанных по группе рефлексов, не включающей четыре рефлекса с

фиксированными фазами.
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Рисунок 4.6 Сравнение распределения значений фазовой корреляции Cϕ для
всех случайно сгенерированных вариантов и для отобранных вариантов с
максимальными значениями обобщенного правдоподобия.
a) γ-кристаллин IIIb; 2000 фазовых наборов разрешения d=23-100 Å были
сгенерированы случайно. Распределение значений Cϕ представлено для трех
случаев: все 2000 вариантов, 91 вариант с GL >=0.47 и 47 вариантов с
GL>=0.5. Обобщенное правдоподобие рассчитывалось по рефлексам в
диапазоне разрешения d=20-100 Å. Параметры для расчета GL: число
псевдоатомов  N=100, The parameter Bglob=100.
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γ-кристаллин IIIb

Cϕ

d=23 Å

фактор элонгации G

Cϕ

d=29 Å

комплекс

AspRS

Cϕ

d=50 Å

по всем

рефл.

исключая

4 рефл. с

фикс.

фазами

по

всем

рефл.

исключая

4 рефл. с

 фикс.

фазами

по

всем

рефл.

v1 0.71 -0.01 0.60 0.21 0.22

v2 0.83 0.64 0.61 0.47 0.49

Таблица 4.1 Сравнение решений, полученных усреднением всех случайно
сгенерированных вариантов и усреднением только отобранных вариантов с
максимальными значениями обобщенного правдоподобия.
V1 - решение, полученное усреднением 2000 случайно сгенерированных
вариантов,
v2- решение, полученное усреднением 100 отобранных вариантов с
максимальными значениями обобщенного правдоподобия.

Были рассчитанны синтезы низкого разрешения по экспериментальным

модулям и усредненным по отобранным вариантам фазовым наборам. На

рис. 4.7 и 4.8 показаны контуры молекулы, как они были определены с

помощью с помощью предлагаемой процедуры и атомные модели для γ-

кристаллина IIIb и фактора элонгации G.
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Рисунок 4.7 Синтез, построенный по экспериментальным модулям и фазам,
усредненным по отобранным вариантам с максимальными значениями
обобщенного правдоподобия, и атомы модели для γ-кристаллин IIIb. 2000
фазовых наборов разрешения d=23-inf Å были сгенерированы случайно, из
них были отобраны 91 вариант, у которых значение GL>=0.47 и усреднены.
Черный контур выделяет на синтезе область, содержащую 0.45 % точек с
максимальными значениями синтеза.

Section Z = 00/40 Section Z = 04/40

Section Z = 07/40 Section Z = 10/40
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Рисунок 4.8 Синтез, построенный по экспериментальным модулям и фазам,
усредненым по отобранным вариантам с максимальными значениями
обобщенного правдоподобия, и атомы модели для фактора элонгации G. 2000
фазовых наборов разрешения d=29-inf Å были сгенерированы случайно, из
них были отобраны 184 варианта, у которых значение GL>=0. и усреднены.
Черный контур выделяет на синтезе область, содержащую 0.60 % точек с
максимальными значениями синтеза.

Section Z = 07/40

Section Z = 04/40Section Z = 00/40

Section Z = 10/40
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4.6.3 Сочетание критериев правдоподобия и связности

Согласно исследованиям проведенным Луниным, Луниной и

Уржумцевым (Urzumtsev, Lunin & Lunina, 1998), синтез низкого разрешения,

соответствующий правильным фазам, имеет столько связных компонент,

сколько молекул содержится в элементарной ячейке. Ими был предложен

критерий качества фаз низкого разрешения - критерий связности. Используя

этот критерий они получили решения для гамма-кристаллина IIIb и фактора

элонгации G. Было проведено усреднение решения, полученного отбором и

усреднением вариантов с высоким значением обобщенного правдоподобия, и

решения, полученного с помощью критерия связности. Как можно видеть из

таблиц 4.2 и 4.3, усреднение этих решений дает решение лучшего качества,

чем каждое из решений в отдельности.

Cs

по всем

рефл.

Cs

Исключ.

4 рефл. с

фикс.

фазами

Cϕ

по всем

рефл.

Cϕ

Искл. 4

рефл. с

фикс.

фазами

V1-решение, полученное

с помощью критерия

правдоподобия

0.82 0.63 0.82 0.64

V2-решение, полученное

с помощью критерия

связности

0.87 0.76 0.82 0.63

V3 – результат

усреднения решений V1

and V2

0.87 0.78 0.92 0.84

Таблица 4.2. Усреднение решений, полученных с помощью критерия
правдоподобия и критерия связности для гамма-кристаллина IIIb; d=24Å.
Cs – коэффициенит корреляции синтезов, рассчитываенмый
аналогично Cϕ ,но с учетом показателей достоверности.
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Cs

по всем

рефл.

Cs

Исключ.

4 рефл. с

фикс.

фазами

Cϕ

по всем

рефл.

Cϕ

Искл. 4

рефл. с

фикс.

фазами

V1-решение, полученное

с помощью критерия

правдоподобия

0.66 0.32 0.39 0.02

V2-решение, полученное

с помощью критерия

связности

0.67 0.41 0.51 0.32

V3 – результат

усреднения решений V1

and V2

0.70 0.61 0.52 0.41

Таблица 4.3. Усреднение решений, полученных с помощью критерия
правдоподобия и критерия связности для фактора элонгации G; d=29 Å.

4.6.4 Расширение набора фаз

Целью следующей серии тестов было исследовать возможность

применимости критерия обобщенного правдоподобия при расширении

фазового набора.

Предыдущие тесты (разд. 4.3.1), в которых фазовые наборы

формировались путем перебора только сильных рефлексов самого низкого

разрешения, показали, что как хорошие, так и плохие варианты могут иметь

высокое значение правдоподобия (рис. 4.3 и 4.5).  На этом этапе критерий

правдоподобия не разделяет хорошие и плохие варианты. Был поставлен

вопрос, нельзя ли из вариантов, имеющих высокое значение правдоподобия

на первом этапе, выделить хорошие решения при расширении фазового

набора, используя процедуру, аналогичную построению “фазового дерева”
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(Bricogne & Gilmore, 1990). Были отобраны варианты с высокими

значениями правдоподобия, значения фаз для этих вариантов были

зафиксированы, и эти варианты образовали “узлы” фазового дерева. Затем

были выбраны несколько сильных рефлексов более высокого разрешения, и

для этих дополнительных рефлексов проводился полный перебор значений

фаз. В результате, для каждого узла были сформированы фазовые наборы, в

которых значения фаз, соответствующих “узлам”, были фиксированы, а

перебирались значения фаз рефлексов следующей зоны разрешения. Затем,

критерий обобщенного правдоподобия рассчитывался для всех вариантов

всех узлов полученного фазового дерева. Наблюдалась такая же тенденция,

как в и случае случайной генерации фазовых наборов: отбор вариантов с

высокими значениями правдоподобия давал в результате множество фазовых

наборов с более высокой концентрацией хороших вариантов. Однако, этот

эффект наблюдался в узком диапазоне разрешения, только для зон

разрешения, содержащих не более 30-ти рефлексов.

Для комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК удалось в ходе

описанной выше процедуры построения “фазового дерева” выделить лучший

узел на основании критерия обобщенного правдоподобия. Из всех 4096

вариантов, представленных на рис.4.3, были отобраны только 20 вариантов с

самыми высокими значениями правдоподобия. Для каждого варианта фазы

первых 12-ти рефлексов, принадлежащих зоне разрешения 68 Å - inf. были

зафиксированы, а перебирались фазы 6-ти сильных рефлексов в диапазоне

разрешения 48 -68 Å . Для всех вариантов 20-ти узлов фазового дерева было

рассчитано значение обобщенного правдоподобия. Самые высокие значения

правдоподобия были получены для вариантов лучшего узла. Более того, чем

выше было значение Cϕ в диапазоне 68 Å - inf., тем более сильная корреляция

наблюдалась для вариантов этого узла между Cϕ в диапазоне 48-68 Å и

значениями обобщенного правдоподобия (Рис.4.9 а)-д)). На следующем

этапе, среди всех полученных вариантов были отобраны 5 вариантов с

максимальными значениями правдоподобия и усреднены. Полученные

значения 18-ти фаз были зафиксированы, а перебирались значения фаз еще



89

для 5-ти сильных рефлексов разрешения 48 -68 Å . Распределение значений

обобщенного правдоподобия и фазовой корреляции для сформированных

вариантов представлено на рис.4.10. Опять наблюдается четкая зависимость

между качеством фазового набора и значением обобщенного правдоподобия.

Усреднение семи вариантов с максимальным значением правдоподобия дает

в результате фазовый набор, имеющий фазовую корреляцию Cϕ = 0.98 с

точными фазами, посчитанную по 23м рефлексам разрешения 68 Å - inf.

Синтез рассчитанный с этими фазами и экспериментальными модулями

хорошо очерчивает общие контуры комплекса в элементарной ячейке

(рис.4.11 и 4.12).

Т.о. в частном случае комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК

критерий правдоподобия в ходе процедуры расширения фазового набора

позволил выделить лучшее решение на разрешении 68 Å - inf., а затем

расширить это решение до разрешения  48 Å. Однако, применение

аналогичной процедуры для γ-кристаллина и фактора элонгации G  к такому

же успеху не привели. Возможной причиной является близость всех

рассматриваемых вариантов в пространственной группе P212121.
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Рисунок 4.9 Расширение фазового набора для 4-х вариантов разрешения d=68-
250Å, имеющих высокие значения обобщенного правдоподобия при первом
полном переборе значений фаз. 12 фаз было фиксировано (d=68-250Å),
перебирались значения фаз для 6-ти сильных рефлексов диапазона разрешения
d=48-68 Å.
Значение фазовой корреляции фиксированных фаз с правильными фазами:
а) Cϕ =0.49 б) Cϕ =0.31 с) Cϕ =0.94 д) Cϕ =0.9997
Коэффициент Cϕ рассчитывался по рефлексам разрешения d=48-68 Å.
Обобщенное правдоподобие рассчитывалось по рефлексам разрешения d=40-
250Å. Значения параметров для расчета обобщенного правдоподобия: w=0.64,
, B=8000, объем области молекулы составлял 0.3 объема элементарной
ячейки.
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Рисунок 4.10 Второе расширение фазового набора. Комплекс аминоацил-
тРНК-синтетазы с тРНК d=48-250 A. Были отобраны после первого
расширения фазового набора 5 вариантов с самыми высокими значениями
обобщенного правдоподобия. Эти 5 вариантов были усреднены и
полученные фазы были зафиксированы. Перебирались фазы для 5-ти
сильных рефлексов разрешения d=48 -68 Å. Коэффициент Cϕ

рассчитывался по рефлексам разрешения d=48 -68 Å. GL was calculated at
d=40 Å. The cut-off level was w=0.86 .Обобщенное правдоподобие
вычислялось по всем рефлексам  в диапазоне разрешения d=40-250 Å. Cϕ
рассчитывался по рефлексам в диапазоне разрешения d=48-68 Å. Значения
параметров для вычисления обобщенного правдоподобия: Bglob =8000,
объем тестируемой маски области V=0.3 объема элементарной ячейки,
число псевдоатомов N=100, уровень срезки w=0.86 . Треугольники
соответствует вариантам, ближайшим к правильному решению.
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Рисунок 4.11 Синтез, построенный по экспериментальным
модулям и фазам, усредненым по отобранным вариантам с
максимальными значениями обобщенного правдоподобия при
первом расширении фазового набора, и атомы модели для
комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК.
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Рисунок 4.12 Синтез, построенный по экспериментальным модулям и фазам,
усредненым по отобранным вариантам с максимальными значениями
обобщенного правдоподобия при втором расширении фазового набора, и
атомы модели для комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК. Черный
контур выделяет на синтезе область, содержащую 0.30% точек с
максимальными значениями синтеза.

Section Z = 00/40 Section Z = 04/40

Section Z = 07/40 Section Z = 10/40
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4.6.5 Зависимость результатов от зоны разрешения, по которой

рассчитывается правдоподобие

При расчете значения правдоподобия необходимо задать набор

рефлексов, по которым рассчитывается корреляция модулей (2.4). Иными

словами, необходимо определить группу рефлексов, для которых

определяется вероятность того, что рассчитанные модули близки к

экспериментальным значениям. Как показывают тесты, зона разрешения,

содержащая этот набор рефлексов, является параметром, наиболее сильно

влияющим на результаты. На рис.4.13 (а-б) представлены результаты тестов,

в которых отличались только зоны разрешения для расчета обобщенного

правдоподобия. Корреляция между качеством фазового набора и значением

обобщенного правдоподобия наблюдалась, если правдоподобие

рассчитывалось по зоне, включающей рефлексы с перебираемыми фазами, а

также  некоторое количество рефлексов более высокой зоны разрешения.

Если же корреляция модулей рассчитывалась только по зоне, не

включающей рефлексы с перебираемыми фазами, то корреляция между

качеством фазового набора и правдоподобием отсутствовала. Такой вывод

был получен на основании результатов тестов со всеми тремя структурами.

4.7 Заключительные замечания

В предлагаемом подходе проблема определения ab-initio фаз низкого

разрешения была переформулирована как проблема поиска области

молекулы в элементарной ячейке. В качестве критерия отбора лучших

предполагаемых областей молекулы среди всех рассматриваемых областей

использовался критерий обобщенного правдоподобия. Целью данного

исследования было определить, позволяет ли критерий обобщенного

правдоподобия найти лучший набор фаз.

Во всех проведенных тестах лучшим фазовым наборам

соответствовали высокие значения правдоподобия. Однако, однозначной

зависимости между значением правдоподобия и качеством фазового
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б)

Рисунок 4.13 Зависимость распределения значений фазовой корреляции и
обобщенного правдоподобия от зоны разрешения рефлексов, по которым
рассчитывается обобщенное правдоподобие. Комплекс аминоацил-тРНК-
синтетазы с тРНК. Маски рассчитывались по фазовым наборам для
рефлексов разрешения d=48-250 A. Обобщенное правдоподобие
рассчитывалось по рефлексам зоны разрешения: а) d=36-48 A б) d=40-250 A.
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набора выявлено не было. Наряду с хорошими вариантами высокими

значениями правдоподобия обладали и варианты с низким значением

коэффициента корреляции с правильными фазами. В случае с данными для

комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК процедура расширения

фазового набора позволила выделить лучшее решение среди двадцати

вариантов с самым высоким значением правдоподобия на разрешении d=68 Å

и расширить полученное решение до разрешения d=48 Å. Подчеркнем,

однако, что такая процедура сработала только в единичном случае комплекса

аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК. Возможными причинами являются

высокое качество низкоугловых экспериментальных данных, полученных

для  этого комплекса, пространственная группа I432, в которой

неопределенным является только выбор энантиоморфа и нет проблем с

возможными сдвигами начала координат, компактная упаковка данного

комплекса в элементарной ячейке и высокое содержание растворителя.

Тем не менее, случайная генерация большого количества фазовых

наборов и отбор вариантов с высоким значением правдоподобия позволили

получить для всех тестируемых структур ансамбль вариантов с более

высокой концентрацией хороших вариантов, чем среди всех

сгенерированных вариантов. Усреднение отобранных вариантов дает вариант

лучшего качества, чем усреднение всех первоначально сгенерированных

фазовых наборов. Полученное в результате усреднения решение можно

рассматривать как первое приближение к решению фазовой проблемы на

низком разрешении. Усреднение решения, полученного с помощью критерия

обобщенного правдоподобия, с решением, полученным с помощью критерия

связности, позволяет улучшить полученное решение. Необходимы

дальнейшие исследования по нахождению оптимального способа сочетания

этих двух критериев.
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ГЛАВА V. ПОЛУЧЕНИЕ АПРИОРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

КООРДИНАТ АТОМОВ АНАЛИТИЧЕСКИМ ПУТЕМ

5.1 Постановка проблемы о поиске априорного распределения,

соответствующего максимуму правдоподобия, аналитическим путем

Рассматриваемые в предыдущих главах задачи поиска лучшей

сферической области и поиска лучшего фазового набора в конечном итоге

сводились к задаче поиска такого априорного распределения координат

атомов (из некоторого класса априорных распределений), которому бы

соответствовало максимальное значение функции обобщенного

правдоподобия, значение которой оценивалось в ходе численного

эксперимента по формулам (2.3)-(2.4). Задачу поиска априорного

распределения, удовлетворяющего принципу максимума правдоподобия,

можно было бы пытаться решать аналитическим путем. Первая серьезная

трудность, встающая на этом пути - это получение приближенных формул

для совместного распределения структурных факторов (1.24). Для больших

отклонений унитарных структурных факторов от ожидаемых значений ∆U

∼ 1 приближенное выражение для интеграла (1.24) было получено

Бриконем (Bricogne, 1984) с помощью метода перевала. Переходя от

обычных структурных факторов к унитарным структурным факторам,

полученную им аппроксимацию можно представить в виде:

( )P N b Na
M

M( )
( )

( ) exp ( )
/

U U U=
2

0 0

2π
(5.1)

где M  - количество структурных факторов, а функции  выражаются через

неявные функции, являющиеся решением системы нелинейных уравнений.

Последнее обстоятельство существенно затрудняет применение этой

формулы. Для случая, когда отклонения унитарных структурных факторов от

ожидаемых значений ∆U ∼ N-ε были получены приближенные формулы
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для a0(U) и b0(U), не содержащие неявных функций (Приложение 1). При

таких ограничениях на порядок отклонения унитарных структурных

факторов от ожидаемых значений достаточно большие значения

структурных факторов не исключаются из рассмотрения.

5.2 Приближение априорного распределения градиентом функции

правдоподобия

На низком разрешении карта априорного распределения может быть

непосредственно использована для определения предполагаемых областей

высокой и низкой концентрации атомов. Учитывая сложность нахождения

априорного распределения, соответствующего глобальному максимуму

функции правдоподобия, была предпринята попытка решить сначала более

простую задачу: найти такое распределение q(r) , которому бы

соответствовало значение правдоподобия, превышающее значение

правдоподобия для равномерного распределения (1.2). Получить такое

распределение можно, двигаясь из точки, соответствующей равномерному

распределению в пространстве априорных распределений, вдоль градиента

функции правдоподобия. Таким образом, искомое распределение ищется в

виде:

q q L
qλ λ δ

δ
( ) ( )

( )
r r

r
= +0  (5.2)

Где значение λ достаточно мало. Задача определения функции q(r)

эквивалентна задаче определения его коэффициентов Фурье. Градиент

функции правдоподобия может быть выражен через производные функции

правдоподобия по коэффициентам Фурье априорного распределения

координат атомов:

δ
δ

∂
∂

πL
q

L
G

i
( )

exp( ( , ))
r

h r
hh

= ∑ 2 (5.3)

Необходимо подчеркнуть, что градиент функции правдоподобия (5.3) будет

отличен от нуля, только если предварительно будут зафиксированы для
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данной пространственной группы начало координат и энантиоморф. Из

формулы (5.2) легко видеть, что максимумы и минимумы функций qλ(r)       

и 
∂

∂
L

Gh

  совпадают. Следовательно, для того, чтобы выявить в элементарной

ячейке предполагаемые области максимальной и минимальной концентрации

атомов, достаточно построить карту градиента функции правдоподобия,

рассчитав ее по формуле (5.3).

Используя асимптотическую оценку для совместного распределения

структурных факторов (Приложение 1), были получены выражения для

производных функции правдоподобия по коэффициентам Фурье априорного

распределения G(h) в случае, когда фаза рефлекса h является абсолютным

семиинвариантом (см. Приложение 2). Переписывая в других обозначениях

формулы (П2.31) и (П2.32), имеем:

∂
∂ ω

L
G

M S
E M E Sh h h

h h
h h h h

=
∉

+ − ∈




( )
( ) ( , )( )2 4 3

  (5.4)

где

M E( ) ( , )( )h k h k
k h

= −
≠
∑ω 2 1 (5.5)

ω

µ ν

µ ν
µ η

µ ν

( , )

( , ):

: :k h
R k R k h

R k k R h h

=
+ + =

=






 =
















number of

number of number of

T T

T T

0

2
 (5.6)

где  Eh- нормализованный структурный фактор, а Rµ - матрица симметрии.

5.3 Карты градиента функции правдоподобия для комплекса

аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК
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Для построения карт градиента функции правдоподобия были

использованы данные нейтронного рассеяния для комплекса комплекса

аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК (см. п.2.5.2) В пространственной группе

I432 все центросимметричные рефлексы являются абсолютными

семиинвариантами. Были выбраны 24 центросимметричных рефлекса, с

использованием которых и были построены карты градиента функции

правдоподобия. На рис.5.1 (а,б)  Приведены карты градиента функции

правдоподобия, рассчитанные по формулам (5.3)-(5.6) и положения Cα-

атомов модели. Из рис.5.1 видно, что рассчитанная функция имеет

максимумы в областях, где находятся атомы, а в областях, где атомов почти

нет – минимумы. Однако, наблюдаются также дополнительные максимумы

градиента функции правдоподобия и в тех частях элементарной ячейки, где

концентрация атомов незначительна.

5.4 Заключительные замечания

Использование аналитического подхода к максимизации функции

правдоподобия является альтернативой компьютерному Монте-Карловскому

моделированию и позволяет достичь некоторого прогресса. Однако,

сложность математического аппарата делает цену этого продвижения

достаточно высокой. В связи с этим основные усилия были

сконцентрированы на развитии компьютерных процедур, реализующих

расчет обобщенного правдоподобия и его максимизацию. На сегодняшний

день именно этот путь представляется наиболее эффективным.
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                                    à)

                                     á)
Рисунок 5.1 Карта градиента функции правдоподобия и атомы модели для
комплекса аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК. Черный контур выделяет: (а)
25% точек ячейки с максимальными значениями, (б) 5% точек ячейки с
минимальными значениями функции градиента правдоподобия.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. ВЫВОД ФОРМУЛЫ ДЛЯ СОВМЕСТНОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТРУКТУРНЫХ ФАКТОРОВ

П1.1 Обозначения

Исследуемая структура рассматривается, в рамках статистического

подхода (см. п.2.2),  как одна из реализаций серий независимых испытаний,

каждое из которых состоит в том, что любой атом структуры случайно и

независимо помещается в элементарную ячейку с некоторой плотностью

априорного распределения вероятностей g(x). Обозначим x1,…, xN 3-х

мерные координаты N атомов исследуемой структуры, а ξ1(x),…,ξM(x) –

тригонометрические структурные факторы, определенные по формулам

(1.20)-(1.22). Сразу отметим, что мы будем рассматривать случай когда

тригонометрические структурные факторы действительны. Это с одной

стороны упростит выкладки, а с другой стороны, такое предположение

справедливо для центросимметричных структурных факторов группы I432,

для которых будут применены выведенные ниже формулы. Структурные

факторы для такой модели становятся случайными переменными и

выражаются через тригонометрические структурные факторы

F fj jk j
k

k

N

=
=

∑ ξ ( )x
1

 ,            j=1,…M,                            (П1.1)

где  предполагается, что { }f j M k Njk , ,..., ; ,...,= =1 1  - известные

коэффициенты.

Введем обозначения для смешанных моментов порядка j (j=α1+…+=αj)

случайных величин ξ1(x),…,ξM(x) :

m gj j j

g
V

α α α α α αξ ξ ξ ξ1 1 1 3...

( )
( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( )= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫x x x x x x

x
d

                                                                                                 (П1.2)

Введем также обозначения для их семиинвариантов, первые из которых

выражаются через моменты (П1.2) по формулам:

κ α α= m  ,
κ αβ αβ α β= −m m m  ,                                                                 (П1.3)
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[ ]κ αβγ αβγ α βγ β αγ γ αβ α β γ= − + + +m m m m m m m m m m2  ,

А последующие могут быть рассчитаны шаг за шагом путем

дифференцирования логарифма производящей функции моментов функции:

κ ∂
∂ ∂

α α

α α

1

1

...

...
ln ( )j

j

j

t t
M=

=

t
t 0

,                                            (П1.4)

где функция M(t) разлагается в ряд

( )M
j

m t tj

j
j

t = +
=

∞

∑1 1
1

1
1 !

......α α
α α ,                                           (П1.5)

Из (П1.5) следует, что:

( )M 0 = 1    , 
∂

∂ ∂α α

α α
j

t t
M m

j

j

1

1

...
( ) ...t

t 0=

=   .                      (П1.6)

Производящая функция моментов связана с характеристической функцией:

M(t)=C(-it)                                                                            (П1.7)

Предполагается, что выполняются соглашения, принятые в тензорной

алгебре, а именно, если некоторый индекс появляется в выражении дважды,

один раз как нижний индекс, и один – как верхний, то это означает, что по

этому индексу производится суммирование. Знак суммирования при этом

опускается т.е.

a b a b
M

α
α

α
α

α
=

=
∑

1
.                                                                      

Определим также величины, выражающиеся через семиинварианты:

σ κα α α α α α1 1 1
1

1

... ......j j j

N
f fk k

k

N

= ⋅ ⋅





⋅
=

∑ ,                                (П1.8)

и связанные через (П1.3) и (П1.2) с плотностью априорного распределения

g(x). Введенные коэффициенты симметричны по отношению к перестановке

индексов. Предполагается также, что выполняется условие несингулярности

матрицы  ( )( )σ αβ

α β, =1

M
 т.е.:
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( )( )D = ≠det σ αβ 0   .                                                                       (П1.9)

П1.2 Аппроксимация совместного распределения структурных факторов

Независимость случайных переменных  позволяет, используя аппарат

характеристических функций, представить совместное распределение

величин структурных факторов в виде обратного преобразования Фурье от

произведения характеристических функций:

[ ] [ ] { }[ ]Ψ Ψ Ψ− − −= =1 1 1C M i N M iN N ( ) exp ln( ( ))t t         (П1.10)

Если ввести функцию:

( )S i M i( ) ln ( )t t=                                                                  (П1.11)

то совместное распределение для структурных факторов имеет вид:

( )
( )

( )[ ]P NS i iM
M

M

F t t F t
R

= − ⋅∫
1

2π
exp d ,                       (П1.12)

где F = ( ,..., )F F M1  - вектор структурных факторов, а функция S(t),

учитывая  (П1.11) и (П1.5) представима в виде ряда:

( )S
j

t t
j

j

j
t = ⋅ ⋅

=

∞

∑ 1
1

1

1!
......σ α α

α α ,                                                (П1.13)

связана с величинами ξ1(x),…,ξM(x)  и плотностью априорного

распределения g(x) координат атомов  посредством соотношений (П1.8)-(

П1.4)-( П1.3)-(П1.2).

Идея получения оценок при больших значениях N интеграла типа

(П1.12) состоит в том, что функция S(it) имеет один глобальный максимум,

и основной вклад в интеграл дает малая окрестность точки максимума

функции S(it). Такое приближение будет тем точнее, чем больше значение

N. В окрестности точки максимума подынтегральная функция

раскладывается в ряд и интегрирование (П1.12)  заменяется почленным

интегрированием полученного ряда, которое можно выполнить
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аналитически. Осуществление этой идеи не вызывает трудностей для случая

конечных F.

Более сложный случай возникает, когда ожидаемые значения

компонент вектора структурных факторов F увеличиваются

пропорционально N  при возрастании  N. В этом случае удобнее перейти к

нормализованным структурным факторам. Тогда

 F E= N                                                                                              (П1.14)

 где E - некоторые конечные величины. Учитывая (П1.12)  и (П1.14),

совместное распределение нормализованных структурных факторов  будет

иметь вид:

( ) [ ]P N NS i i N
M

M
n

M

( ) exp ( )
/

E t t E t
R

= − ⋅∫
2

2π
d .                  (П1.15)

Присутствие в подинтегральном выражении быстроосциллирующей функции

[ ]exp i N t  создает некоторые дополнительные трудности, которые, тем не

менее, могут быть преодолены аналитически. Получившаяся в результате

аппроксимация совместного распределения имеет вид многомерного

Гауссового распределения, умноженного на полиномиальный ряд (Klug,

1958).

Еще более сложной является получение оценки для интеграла (П1.12)  в

случае, если ожидаемые значения компонент вектора структурных факторов

F увеличиваются пропорционально N при возрастании  N. В этом случае

удобнее перейти к унитарным структурным факторам U.

Обозначим:

F=NU                                                                         (П1.16)

 где U - некоторые конечные величины. Совместное распределение

унитарных структурных факторов будет иметь вид:

 
( )

[ ]{ }P N N S i i
M

M
M

M

( ) exp ( )U t t U t
R

= − ⋅∫2π
d .                  (П1.17)



106

Оценка для интеграла (П1.17) была получена Бриконем “методом перевала”

(Bricogne, 1984). Для получения оценки значения интеграла (П1.17)

используется возможность продолжить функцию S(it) в многомерное

комплексное пространство и изменить контур интегрирования таким

образом, чтобы можно было применить метод Лапласа (Федорюк, 1987).

Вводя комплексную переменную t:

t=u-iv                                                                         (П1.18)

переписываем совместное распределение унитарных структурных факторов:

( )
[ ]{ }P N N S i i

M

M
M

M

( ) exp ( ) ( )U u v u v U u
R

= + − + ⋅∫2π
d ,     (П1.19)

для любых v R∈ M . Свобода в выборе пути интегрирования позволяет

погасить нежелательные осцилляции [ ]exp iNu U⋅  благодаря наличию

( )S iu v+  при v≠0. На пути с минимальными осцилляциями опять можно

применить метод Лапласа для оценки интеграла Подробное доказательство

правомерности такого перехода можно найти в работах Бриконя (Bricogne,

1984,1988).

Если ввести обозначения:

H( , )t U = − ⋅S i i( )t t U    ,                                                     (П1.20)

S
t t

Sj

j

j
α α

α α

∂
∂ ∂

1

1

... ( )
...

( )t t= ,                                               (П1.21)

тогда (П1.19) можно переписать в виде:

( )
( )[ ]P N NH i

M

M
M

M

( ) exp ,U u v U u
R

= −∫2π
d ,                      (П1.22)

а производные

( ) ( )[ ]∂
∂ α

α α

u
H i i S i Uu v U u v− = + −, ,                          (П1.23)

( ) ( )∂
∂ α

α α

v
H i S i Uu v U u v− = + −, .                               (П1.24)



107

Вектор v выбирается таким образом, для того, чтобы производные (П1.21)-

(П1.22) были равны нулю в точке u=0. Вводится вектор-функция

τ ( )U ( ) ( )( )= τ τ1 U U,..., M  , которая определяется неявно как решение

системы нелинейных уравнений:

S α ( )( )τ U =U α   ,α = 1,..., M   ,                                                 (П1.25)

Тогда, в точке u=0, v=ττττ(U) :

∂
∂ αu

( )H iu v U
u 0 v U

− =
= =

,
, ( )τ

∂
∂ αv

( )H iu v U
u 0 v U

− =
= =

,
, ( )τ

0 

                                                                                                        (П1.26)

Функция H i( ( ), )u U U− τ  при разложении в ряд Тейлора в точке u=0

не содержит линейных членов:

H i a a u u
j

a u u
j

j

j
( ( ), ) ( ) ( )

!
( ) ......u U U U U U− = + +

=

∞

∑τ αβ
α β

α α
α α

0

3

1
2

1 1

1

, (П1.27)

Необходимо отметить, что коэффициенты разложения  зависят как от

значения U, так и от неявной функции ττττ(U) :

 ( ) ( )( ) ( )a S0 U U U U= − ⋅τ τ    ,                                                    (П1.28)

( )a
u u

h i Sj

j

j

j
jα α

α α

α α∂
∂ ∂

1

1

1... ...( )
...

( , )U u U u 0= == ( )( )τ U  (П1.29)

После замены переменной интегрирования в (П1.22) t u= N  и

разложения экспоненты в ряд Тейлора:

( )exp
!

( ) .../
...1 1 1

3 2
3

1

1N N j
a t tj

j

j

j−
=

∞

∑







 =α α

α αU  

( )= + + + 












+1 1 1

6
1 1

24
1
2

1
6

2

N
a t t t

N
a t t t t a t t tαβγ

α β γ
αβγδ

α β γ δ
αβγ

α β γ( ) ( ) ...U U U

(П1.30)
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оценка для совместного распределения структурных факторов  (П1.22)

получается в виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]P N b
N

b
N

b Na
M

MU U U U U= + + +







⋅
/

( )
... exp

2
0 1

2
2 0

2
1 1

π
,

                                                                                                  (П1.31)

где a 0 ( )U определяется по формуле (П1.28), а выражения для

коэффициентов b0(U), … bi(U) могут быть получены интегрированием,

используя разложение (П1.30)

( ) ( )b a t t M

M

0 1
2

U U t
R

= 



∫ exp αβ

α β d ( ) ( )( )( )[ ]= −
−

2 2 1 2
π αβM a/ /

det U ,

(П1.32)
( )b1 U =

( )exp 1
2

a t t
M

αβ
α βU

R





∫ ( )1

24
1
2

1
6

2

a t t t t a t t tαβγδ
α β γ δ

αβγ
α β γU U+ 













( )

d M t

(П1.33)
Преимущество аппроксимации (П1.31)  для совместного распределения

структурных факторов состоит в том, что функции ( ) ( )b b1 2U U, ,...

равномерно ограничены для всех возможных величин структурных факторов,

и первый член ряда:

( )P N M

MU ≈
/

( )

2

2π
( ) ( )[ ]b Na0 0U U⋅ exp     ,                                   (П1.33)

обеспечивает хорошее приближение для всех возможных значений модулей

структурных факторов. Однако практическое использование формулы

(П1.33)

 осложняется тем, что выражения для a 0 ( )U  и b0(U) содержат неявную

функцию, являющуюся решением системы нелинейных уравнений (П1.24). В
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следующем разделе выводятся выражения для явного представления a 0 ( )U

и b0(U).

П1.3 Явное представление a 0 ( )U
Ниже предполагается, что отклонение унитарных структурных

факторов от их математических ожиданий порядка ∆U ∼ N-ε . При этом, по

сравнению со случаем ∆U ∼ 1 N , достаточно большие значения

структурных факторов не исключаются из рассмотрения.

Для упрощения преобразований вводятся новые переменные

∆=(∆1,…,∆М), являющиеся решением системы линейных уравнений:

σ σαβ
β

α α∆ = −U   ,           α = 1,..., M    ,                        (П1.34)

которая имеет решения благодаря условию (П1.10). Значения переменных ∆

могут быть выражены через значения унитарных структурных факторов

через матрицу ( )( )ναβ α β, =1

M
, обратную матрице ( )( )σ αβ :

( )∆α αβ
β βν σ= −U        .                                                     (П1.35)

Выражения для функций a 0 ( )U  and ( )b0 U  будем искать в виде:

( ) ( )( )a A0 U U= ∆  ,  ( ) ( )( )b B0 U U= ∆   ,                          (П1.36)

где ( )A ∆  and ( )B ∆  функции, представимые в виде рядов Тейлора:

( ) ( ) ( )A A
j

A j

j
j

∆ ∆ ∆= +
=

∞

∑0 01
1

1
1 !

......α α
α α     ,                       (П1.37)

( ) ( ) ( )B B
j

B j

j
j

∆ ∆ ∆= +
=

∞

∑0 01 1

1
1 !

......α α
α α     .                      (П1.38)

Ниже мы продолжаем использовать обозначения для производных:

A
t t

Aj

j

j
α α

α α

∂
∂ ∂

1

1

... ( )
...

( )t t=

B
t t

Bj

j

j
α α

α α

∂
∂ ∂

1

1

... ( )
...

( )t t=                                                          (П1.39)
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Определим функцию:

( ) ( )( )T U∆ ∆= τ    ,                                                                (П1.40)

где ττττ(U) является решением уравнений (4.11), а U(∆) определяется через

(П1.34). Тогда T(∆) удовлетворяет следующей системе уравнений:

( )( )S α α αβ
βσ σT ∆ ∆= +  ,    α = 1,..., M  .                     (П1.41)

Вводя обозначения:

T
t t

Tk

j

k
j

j

α α

α α

∂
∂ ∂

1

1

... ( )
...

( )t t=  ,   ( )ωα α α α
k k

j jT1 1... ...= 0   ,      (П1.42)

Из (П1.28) и (П1.34) получаем тождество:

( ) ( )( ) ( ) ( )A S T∆ ∆ ∆ ∆= − +T σ σα αβ
β α   ,                        (П1.43)

и, дифференцируя его по переменным ∆j и учитывая (П1.41), получаем:

( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )A S T T Tj j j j∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= − + − = −α α αβ
β α

α
α

α
ασ σ σ σT

, 

(П1.44)

Из последней формулы следуют соотношения:

( )A Tj jα α αα
α
α ασ1 1 2... ...∆ = −  ,                                                    (П1.45)

( )A j jα α αα
α
α ασ ω1 1 2... ...0 = −   ,                                                   (П1.46)

Т.о. проблема определения неизвестных коэффициентов в разложении

(П1.37) сводится к проблеме вычисления коэффициентов ωα α
k

j1 ...
 разложения

функций ( )Tk ∆  в ряд Тейлора:

( ) ( )T T
jk k k k

j

k∆ ∆= +
=

∞

∑0 1
1

1 !
...ωα α      .                                      (П1.47)

Из соотношения (П1.13)  следует:

( )S α ασ0 =  , ( )S αβ αβσ0 =   .                                              (П1.48)
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Вместе с условием (П1.9) это означает, что система уравнений (П1.41) имеет

для малых ∆ единственное решение T(∆), определенное дополнительным

условием

( )T 0 0=    .                                                                             (П1.49)

Все производные функции T(∆) в точке ∆=0 могут быть получены

пошаговым дифференцированием соотношений:

( )( )S α α αβ
βσ σT ∆ ∆= +  ,    α = 1,..., M   .                     (П1.50)

Дифференцируя, получаем для всех α и j:

( )( ) ( )S j jαγ
γ

ασT T∆ ∆⋅ = .                                                   (П1.51)

Из последней формулы следует, что при ∆=0:

− = −σ ω σαγ
γ

αj j   .                                                               (П1.52)

Учитывая условие (П1.9) получаем:

ϖ
γ
γγ

j for j
for j

=
=
≠





1
0

 ,                                                      (П1.53)

Дальнейшее дифференцирование (П1.51) по переменным ∆ k  приводит к

соотношениям:

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )S Sjk k jαγ
γ

αγβ
β γT T T T T∆ ∆ ∆ ∆ ∆⋅ + ⋅ ⋅ = 0  ,   (П1.54)

при ∆=0 получаем:

− = =σ ω σ ω ω σαγ
γ

αβγ
β γ

αjk k j j k     .                                    (П1.55)

Процесс дифференцирования может быть продолжен и любые значения

ωα
j jm1 ...  порядка m могут быть получены как функции величин ω и σ

порядков 1,… m-1. Продолжим дифференцирование:

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )S S Sjkl jk l jl kαγ
γ

αβγ
β γ

αβγ
β γT T T T T T T T∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =S Slk j j k lαβγ
β γ

αβγδ
β γ δT T T T T T T∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ 0,
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(П1.56)

Из последней формулы аналогично тому, как это было сделано выше,

получаем:

− = + + + =σ ω σ ω σ ω σ ω σαγ
γ

αβ
β

αβ
β

αβ
β

αjkl j kl k jl l jk jkl

                ( )= − + +σ ν σ σ σ σ σ σα
βγ

α β γ α β γ α β γjkl j kl k jl l jk  . (П1.57)

Объединяя  (П1.43), (П1.44), (П1.49), (П1.55) и (П1.57) получаем

приближенное выражение для ( )A ∆  в виде:

( )A ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= − +1
2

1
6

σ σαβ
α β

αβγ
α β γ

( )[ ]+ − + + +1
24

σ ν σ σ σ σ σ σαβγδ αβ γδ αγ βδ αδ βγ
α β γ δpq

p q p q p q ∆ ∆ ∆ ∆ ...   .(П1.58)

П1.4 Явное представление b0 ( )U

Предэкспоненциальная функция ( )b 0 U  (П1.32) зависит от переменной

неявно через решение системы уравнений (П1.24). Получим приближенное

представление для этой функции в явной форме. Введем в рассмотрение

матрицу ( )( )ναβ , обратную к матрице  ( )( )σ αβ   и матрицу ( )( )µβ
α  ,

являющуюся квадратным корнем из матрицы ( )( )ναβ . Тогда выполняется:

σ µ µαβ
α β
j k for j k

for j k
=

=
≠





1
0

,
                                            (П1.59)

Подставляя (П1.29) в выражение (П1.32)

( ) ( )( )B S t t
M

M∆ ∆= −



∫ exp 1

2
αβ

α βT t
R

d                             (П1.60)

и, затем, дифференцируя, получаем:
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )B S T t t S t tj j M

M

∆ ∆ ∆ ∆= − ⋅ ⋅ −



∫

1
2

1
2

αβγ
γ α β

αβ
α βT T t

R

exp d  ,

(П1.61) 

( )B t t t tj j M

M

0 t
R

= − −



∫

1
2

1
2

σ σγδ
γ δ

αβ
α βexp d        .             (П1.62)

После введения новых переменных интегрирования t xα α
β

βµ=  , интеграл

(П1.62) преобразуется в к виду:

( )B
D

x x xj j p q
p q k

k

M
M

M

0 x
R

= − −



=

∑∫
1

2
1
2

2

1
σ µ µαβ

α β exp d   , 

(П1.63)

где D определяется по формуле (П1.9). Учитывая, что значение интеграла

(П1.63) равно нулю при p q≠ , получаем:

( ) ( ) ( )B
D D

j
M

j p p
M

j0 = − = −
2
2

2
2

2 2π
σ µ µ

π
ν σαβ

α β αβ
αβ

/ /

       (П1.64)

Из (П1.48) получаем:

( ) ( )B
D

M

0 =
2
2

2π /

     ,                                                               (П1.65)

Выписывая первые два члена разложения функции ( )B ∆  в ряд Тейлора,

получаем выражение:

( ) ( )B
D

M

∆ ∆= ⋅ − +







2
2

1 1
2

2π
ν σαβ

αβγ
γ

/

...     ,                     (П1.66)

в котором следующие члены ряда могут быть получены аналогично тому, как

это было сделано для ( )B j 0 .
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ПОЛУЧЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ ДЛЯ

ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИИ ПРАВДОПОДОБИЯ ПО КОЭФФИЦИЕНТАМ

ФУРЬЕ АПРИОРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ АТОМОВ

Предполагается, что каждый атом исследуемой структуры помещается в

элементарную ячейку случайно и независимо с одним и тем же априорным

распределением координат атомов g(x):

g
V

G e i( ) ( ) ( , )x h h x= −∑1 2π                                                       (П2.1)

где

G o( ) = 1                                                                                    (П2.2)

и коэффициенты Фурье G(h) обладают симметрией пространственной

группы исследуемой структуры. В частном случае равномерного априорного

распределения все коэффициенты G(h) за исключением G(0) равны нулю.

Будем предполагать, что априорное распределение g(x) не слишком сильно

отличается от равномерного. Мы будем считать, что коэффициенты G(h)
малы, и при получении приближенных выражений для функции

правдоподобия будем оставлять только линейные по G(h) члены.

Упростим еще более рассматриваемую задачу. Будем рассматривать

только центросимметричные рефлексы h∈ J . В нашем случае такая задача

имеет смысл так как полученные формулы будут применены к комплексу

аминоацил-тРНК-синтетазы с тРНК  (пространственная группа I432). На

очень низком разрешении большая часть рефлексов в этой группе является

центросимметричными. Будем также учитывать, что в данной

пространственной группе все преобразования симметрии  содержат только

матрицы вращения Rµ и не содержат векторов сдвига tµ=0.

Получим приближенное выражение для совместного распределения

набора центросимметричных рефлексов h∈ J. Будем также предполагать, что

все коэффициенты G(h) =0 если h∉ J.   
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 Приближенное выражения для совместного распределения структурных

факторов было получено в Приложении 1. Оно имеет вид:

P U b e O NNa({ }) ( ) ( ( / ))( )∝ +∆ ∆0 1 1                                     (П2.3)

где  выражение для  a0(∆∆∆∆) дается формулой (П1.58), b(∆∆∆∆) определяется по

формуле (П1.66), а величины {∆α} связаны с исходными переменными

системой линейных уравнений (П1.34). Распишем выражение (П2.3) через

коэффициенты априорного распределения G(h).
Подставляя (П2.1) в выражение (П1.2) получаем смешанный момент

случайных величин ξα(x),ξβ(x) для пространственной группы I432 в виде:

m
n

G
n

Tαβ
α

ν
ν β= +

=
∑1

1
( )h R h                                                     (П2.4)

где n- число симметрий, а Rµ - матрицы поворота. Если обозначить ε(h) -

число преобразований симметрии таких, что

R h hν
T ( ) =                                                                                (П2.5)

то выражение (П2.4) можно переписать в виде:

[ ]m
n

αβ α β
αβ αβ

ε ε
δ χ= +                                                        (П2.6)

где

δ
α β
α βαβ =

=
≠





1
0

                                                                    (П2.7)

χ
ε ε

δαβ
α β

α ν β αβ
ν

= + −∑1 G T( )h R h                                 (П2.8)

Учитывая, что все коэффициенты G(h)=0 для h∉ J, получаем:

G GT
j

j J
( )h R hα

ν
ν β∑ ∑+ =

∈
Ω                                                 (П2.9)

где

Ω  - число таких преобразований симметрии ν, для которых возможно

представление с некоторым µ:
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h R h R hα ν β µ+ =T T
j                                                               (П2.10)

либо

 h R hα ν β+ =T − R hµ
T

j                                                          (П2.11)

Заметим, что если при некотором µ выполняется равенство (П2.10), то так

как рефлекс hj- центросимметричный, существует такое преобразование

симметрии R λ
T  , что h R hj

T
j= − λ  . После подстановки этого представления

в правую часть (П2.10) и учитывая также, что  R R RT T T
µ λ χ= , где последнее

преобразование симметрии принадлежит данной группе симметрии,

получаем, что равенство (П2.11) можно убрать из определения для  Ω  и

переформулировать его следующим образом:

Ω - число таких преобразований симметрии ν, для которых при некотором µ

выполнятся равенство:

h R h R hα ν β µ+ + =T T
j 0                                                      (П2.12)

Легко показать, что если для данного преобразования симметрии ν

существует хотя бы одно преобразование R µ
T  такое, что справедливо

соотношение (П2.12), то таких преобразований симметрии существует ровно

εj штук. Поэтому,

Ω =1/εj { число таких пар (µ,ν) таких, что выполняется (П2.12) }.

Условие (П2.12) эквивалентно условию:

( ) ( )R h R R h hµ α µ ν β
T T T

j

− −
+ + =

1 1
0                                     (П2.13)

Если ввести обозначение:

( )ω α β γ, , =  { число таких пар (µ,ν) таких, что

R h R h hµ α ν β γ
T T+ + = 0   }                                                  (П2.14)

тогда выражение (П2.8) можно окончательно переписать в виде:

χ
ε ε ε

ω α βαβ
α β

=
∈
∑1 1

j
j

j J
j G( , , )                                         (П2.15)
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Тогда получаем следующее выражение для кумулянтов второго порядка:

[ ]σ
ε ε

δ χαβ αβ α β α β
αβ αβ= − = + +m m m

n
G0 2( )            (П2.16)

Поскольку предполагается, что априорное распределение координат атомов

мало отличается от равномерного, для элементов матрицы ((ν)), обратной к

матрице ((σ)), будет справедливо соотношение:

[ ]ν
ε ε

δ χαβ
α β

αβ αβ= − +n G0 2( )                                       (П2.17)

Подставляя (П2.17) и (П1.35) в первые два слагаемых формулы (П1.58), а

затем преобразовывая, получаем выражение для первого слагаемого:

( )σ
ε ε

δ χαβ
α β∆ ∆ = − + − − =∑ n G U G U G

j kj k
jk jk j j k k

,
( ) ( )( )0 2

= − − +∑ ∑ ∑ ∑n U n U G n j U U G G
jj

j
jj

j j
jj

j
1 2 1 1 1 02 2

ε ε ε ε ε
ω α β

α βαβ
α β( , , ) ( )

(П2.18)

и для второго слагаемого формулы (П1.58):

σ αβγ
α β γ∆ ∆ ∆ =

α β γ
α β γν ν ν

, , , ,
( )( )( )∑ ∑ − − − =j k

j k l
l j j k k l lU G U G U G

n j k l U U U n j k l U U G G U G
j k lj k l

j k l
j k lj k l

k l j
ω

ε ε ε
ω

ε ε ε
( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

, , , ,
∑ ∑− + +3 0 0 03 2

(П2.19)

Суммируя (П2.18) и (П2.19), получаем выражение для a0({U},{G}):

a n U U G j U U G
jj

j j
jj S

j0
21

2
1 1 1

2
= −




+ + +∑ ∑ ∑ ∑
∉ε ε

ω α β
ε ε εαα

α
αβ α β

α β
( , , )
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}+ + +∑ ω α β γ
ε ε εα β γα β γ

α β γ
( , , ) ( ) ( ) ( )

, ,
U U U G U G0 0 03 2

(П2.20)

Согласно введенным предположениям о порядке величин унитарных

структурных факторов и коэффициентов Фурье априорного распределения,

все слагаемые выражения  (П2.20) начиная со второго можно считать малыми

и после подстановки выражения (П2.20) в показатель экспоненты разложить

ее в ряд Тейлора. В результате получим:

{ } (exp expNa Nn U0 2
1 1= −









+∑ εα
α

α

+ + +∑ ∑ ∑
∉

Nn U G Nn j U U G
jj

j j
jj S

j
1

2ε
ω α β

ε ε εαβ α β
α β

( , , )

)+








 + +∑ ∑( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

, ,

Nn U G U U U G U G
jj

j j

2
3 2

6
1 0 0 0
ε

ω α β γ
ε ε εα β γα β γ

α β γ

(П2.21)

Аналогично расписываем предэкспоненциальный множитель b(∆∆∆∆) через

значения унитарных структурных факторов и коэффициенты Фурье

априорного распределения. Подставив (П1.35), (П2.16) и (П2.17)  в (П1.66) и

проведя тождественные преобразования, получаем:

{B U
D

j U j G
M

jj
j

jj
j( ) ( ) ( , , ) ( , , )/

, ,
= − + +∑ ∑2

2
1 1

2
1
2

2π ω α α
ε ε

ω α α
ε εαα αα

}+ + +0 0 0 02 2( ) ( ) ( ) ( )U G U G                                          (П2.22)

Выражение для совместного распределения структурных факторов

получается перемножением (П2.21) и (П2.22). С точностью до множителя, не

зависящего от значений унитарных структурных факторов, оно будет иметь

вид:
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(P U Nn U( ) exp∝ −








+∑2
1 1

εα
α

α

+ + +∑ ∑ ∑
∉

Nn U G Nn j U U G
jj

j j
jj S

j
1

2ε
ω α β

ε ε εαβ α β
α β

( , , )

+ −∑( ) ( , , )
, , ,

Nn U U U U G
jj

j j

2

6
ω α β γ
ε ε ε εα β γα β γ

α β γ

− + +∑ ∑Nn j U U G j G
jj

j j
jj

j2
1
2

ω α β
ε ε ε

ω α α
ε εα βα β

β
αα

( , , ) ( , , ) ...
, , ,

        (П2.23)

Для упрощения выкладок перейдем к нормализованным структурным

факторам:

E Nn U
α

α

αε
=

2

                                                                            (П2.24)

Выражение для функции правдоподобия имеет вид:

( )
( )L

P E E
P E E d E d E

M

M M

=
∫

1

1 1

,...
,... ...

                                               (П2.25)

Интегрируя по неизвестным фазам выражение (П2.23), получаем с точностью

до множителя распределение модулей нормализованных структурных

факторов. Заметим, что так как все рассматриваемые рефлексы

центросимметричны, то интегрирование в данном случае заменяется

суммированием. Итак, приближенное выражение для числителя (П2.25) с

точностью до знака имеет вид:

(P E E E j E GM
j S

j( ,... ) exp ( , )1
2 21

2
1

1
2

∝ −






+ +∑ ∑∑
∉

α
α

α
α

αΞ

1
2

1 12 2Ξ( , )[( ) ] ...α α
α

j E E Gj
j S

j− +



 +∑∑

∈
                                    (П2.26)

где введено обозначение:

Ξ( , ) ( , , )α ω α α
ε εα

j j
j

=                                                                 (П2.27)
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Чтобы получить выражение для знаменателя (П2.25), надо проинтегрировать

(П2.26) по модулям нормализованных структурных факторов. Проведя

необходимые выкладки, получаем выражение для знаменателя:

1
1
2

1
2

1
2 4+ + +∑∑ ∑∑ ∑

∉ ≠
Ξ Ξ Ξ( , ) ( , ) ( , )α α γ

α α
j G j G j j G

j S
j

jj
j j

j
,    (П2.28)

где введено обозначение:

γ4

2 4

2

2

2=
−

−

∫
∫
e t dt
e dt

t

t

/

/
                                                                       (П2.29)

Учитывая малость коэффициентов Фурье Gj и разлогая в ряд Тейлора

выражения (П2.28) в минус первой степени, окончательно получаем

выражение для функции правдоподобия:

(L E j E G
j S

j= −







+ − +∑ ∑∑
∉

exp ( , )( )
1
2

1
1
2

12 2
α

α
α

α
αΞ

1
2

1
1
2

2 2 4
4Ξ Ξ( , )( ) ( , )( )α γα

α
αj E E G j j E Gj

jj S
j j

j S
− + −

≠∈ ∈
∑∑ ∑               (П2.30)

Отсюда получаем оценку для производной функции правдоподобия по

коэффициентам Gj с точностью до постоянного для всех производных

множителя.

( )∂
∂

ω α α
ε εαα

α
L

G
j

E
j jj

= −
≠

∑1
2

12( , , )
                                         если   j∉ S

(П2.31)

( ) ( )∂
∂

ω α α
ε ε

ω
ε

γ
αα

α
L

G
E

j
E

j j j
E

j
j

jj j
j= − + −

≠
∑1

2
12 2

2
4

4
( , , ) ( , , )

    если   j∈ S

(П2.32)

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

1. Предложен подход к выбору области, занимаемой макромолекулой в

элементарной ячейке кристалла из класса альтернативных областей,

основанный на статистическом моделировании, принципе максимального

правдоподобия и компьютерной процедуре Монте-Карловского типа,

позволяющей оценивать величину правдоподобия. Применимость подхода
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продемонстрирована в тестовых расчетах на белках с известной атомной

структурой.

2. Предложен метод трансформирования фазовой проблемы

рентгеноструктурного анализа в проблему выбора области, занимаемой

макромолекулой, из класса альтернативных областей.

3. Предложен подход к ab-initio к решению фазовой проблемы при низком

разрешении, основанный на фильтрации  случайно сгенерированных

фазовых наборов при помощи критерия отбора, являющегося аналогом

статистического правдоподобия, и усреднении отобранных вариантов. С

помощью предложенного подхода для тестируемых структур получены

значения фаз, которые можно использовать в качестве первого приближения

к решению фазовой проблемы.

4. Получены явные асимптотические формулы для совместного

распределения вероятностей набора структурных факторов, пригодные для

использования при работе с сильными рефлексами. Найденные формулы

применены для расчета градиента функции правдоподобия и приближения

априорного распределения градиентом функции правдоподобия.

В заключение автор выражает глубокую благодарность своему

научному руководителю д.ф.-м.н. Лунину В.Ю. за ясную постановку задач,

постоянное руководство и внимание.

Автор благодарит к.ф.-м.н. Лунину Н.Л. за помощь при подготовке

программ.

Автор выражает особую благодарность Сковороде Т.П. за участие в

обсуждениях и постоянные ценные советы.
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