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Бистабильность, как фундаментальное свойство нелинейных систем, обнаруживается во 

множестве прикладных и теоретических исследованиях биологических систем (популяциях, 

сообществах). В простейшем случае бистабильность проявляется в сосуществовании 

диаметрально противоположных устойчивых состояний равновесия системы. Например, при 

одних начальных условиях система вырождается, при других – устойчиво развивается. Если 

при этом биологическая система структурирована, например, представлена двумя миграционно 

связанными субпопуляциями, то бистабильность указывает на возможность вырождения одной 

из них, либо на их совместное сосуществование при разных начальных условиях. 

Промежуточные состояния, при которых на разных территориях отмечаются существенные 

различия не связанные с вырождением одной из субпопуляций (дивергенция), появляется при 

появлении нескольких дополнительных состояний равновесия, минимум два из которых 

устойчивы. В этом случае биологическая система окажется квадростабильной. Можно 

утверждать, что наличие би- и квадростабильности необходимо для формирования 

пространственно-временной неоднородности. Появление двух или более альтернативных 

устойчивых состояний во множестве случаев идет по схожим сценариям, связанными со 

свойствами рассматриваемого биологического объекта (нелинейной динамической системы).  

В настоящей работе проведен обзор хорошо известных динамических математических моделей, 

для которых характерен данный сценарий и именно такой способ формирования 

пространственно-временной неоднородности. 

Ключевые слова: популяция, генетическая дивергенция, динамика, бистабильность, 

бифуркации. 

 

Transition from local bi- and quad-stability to space-time inhomogeneity 

Frisman E.Ya.
1
, Kulakov M.P.

1 

1
Institute for Complex Analysis of Regional Problems FEB RAS 

Bistability is a fundamental phenomenon of nonlinear systems. It is found in many applied and 

theoretical studies of biological systems (populations, communities and etc.). In the simplest case, 

bistability manifests itself in the coexistence of opposite stable equilibrium of the system. For 

example, under some initial conditions, the system degenerates, while under others, it stable develops. 

If, for example, a biological system is represented by two subpopulations coupled by migration, then 

bistability indicates the possibility of degeneration of only one subpopulation, or their coexistence with 

equal sizes under different initial conditions. Intermediate states with significant differences 

(divergence) not related to the degeneration of subpopulations appear when several additional 

equilibrium are born, at least two of which are stable. In this case, the biological system will be quad-

stable. It can be argued that bi- and quad-stability is necessary for the formation of space-time 

inhomogeneity. The emergence of two or more alternative stable states in many cases follows similar 

scenarios related to the properties of the biological object (nonlinear dynamic system). In this paper, 

we review well-known dynamic mathematical models with this scenario and this way of forming 

spatial inhomogeneity. 
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1. Введение 

Существует значительный пласт интересных 

динамических математических моделей, 

рассматриваемых в теоретической популяционной 

биологии, для которых оказывается характерно 

проявление бистабильности: существование двух 

альтернативных устойчивых предельных режимов 

(в частности равновесных состояний) выбор между 

которыми определяется значением начальных 

условий [1–9]. Наличие бистабильности в простых 

моделях может привести к появлению 

квадростабильности, например, при усложнении 

моделей добавлением определенной внутренней 

структуры (генетической, возрастной или 

пространственной) [1, 10, 11]. Это обнаруживается в 

разных моделях, и весьма разных содержательных 

задачах и, как правило, приводит к весьма 

интересным, часто контринтуитивным выводам. 

Обзору таких ситуаций посвящена данная работа. 

2. Бистабильность к квадростабильность 

в популяционных моделях 

2.1. Модель микроэволюции 

Модель эволюции системы двух панмиктичных 

менделевских однолокусных диалельных 

популяций, связанные миграционными потоками и 

находящимися под действием естественного отбора, 

направленного против гетерозигот, имеет вид [1]:  
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где q1 и q2 – концентрация (частота) аллеля А в 

первой и второй популяции, соответственно 

(0 ≤ q1 ≤ 1, 0 ≤ q2 ≤ 1), p = N1/(N1 + N2) – вес первой 

популяций (0 < p < 1), N1 и N2 – численности 

популяций, s – коэффициент отбора гетерозигот, 

m – коэффициент миграции. 

Если обе популяции в асимптотическом случае 

оказываются равными по численностям, то p = 1/2. В 

этом случае система (1) имеет вид: 
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  (2) 

Аналогичную (2) систему уравнений (с 

точностью до обозначений) предложил и подробно 

исследовал А.Д. Базыкин (1972, 1973) при анализе 

условий возникновения и сохранения первичной 

генетической дивергенции [12, 13]. 

В модели (2) переход от бистабильности к 

квадростабильности происходит следующим 

образом. При достаточно больших значениях 

коэффициента миграции (m > – s/4) система 

бистабильна: есть два устойчивых мономорфных 

состояния с нулевой концентрацией либо аллеля А, 

либо аллеля а во всей системе и центральной 

седловой точкой с равными концентрациями обоих 

аллелей (рис. 1, область 3).  

 
Рис. 1 – Параметрические и фазовые портреты, 

совмещенные с бассейнами притяжения, а также 

нульклины системы (2), демонстрирующие 

сценарий образования точек E3-E8, ответственных 

за би- и квадростабильность. 

При уменьшении коэффициента миграции 

сначала от центральной неустойчивой точки 

отщепляется пара неустойчивых седловых точек 

(рис. 1, область 4), а затем от каждой седловой 

точки E3 и E4 отщепляется по паре седел E5,6 и E7,8, а 

полиморфные точки E3 и E4 приобретают 

устойчивость (превращаются в устойчивые узлы).  

В результате при m < – s/6 динамика системы (2) 

система оказывается квадростабильной, т.е. в 

зависимости от начальных условий величины q1 и q2 

с течением временем (при достаточно большом t) 

стремятся к четырем принципиально разных 

значениям: либо мономорфным состояниям с 

нулевой концентрацией аллеля А или а, либо к 

полиморфным с неравными концентрациями – с 

преобладанием того или иного аллеля (рис. 1, 

область 5). 

В случае, когда система состоит из разновеликих 

(не равных по численности) популяций система (1) 

имеет вид [1, 2, 9]: 
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 (3) 

где p = const – параметр. В модели (3) сценарий 

перехода от бистабильности к квадростабильности 

несколько отличается. Здесь при уменьшении 

коэффициента миграций пары точек E5,6 и E7,8 не 

отщепляются от неустойчивых седловых точек E3 и 

E4, а «рождаются» в результате седло-узловой 

бифуркации, при этом одна точка каждой пары 

оказывается седлом, а вторая устойчивым узлом.  
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Рис. 2. (a–f) Фазовые портреты режимов динамики 

системы (3), а также нульклины и бассейны 

притяжения. (g) Механизм рождения рождение 

стационарных точек E4 и E3 вследствие 

бифуркации вил (PF), а также точек E5-E8 

вследствие седло-узловой бифуркации (SN). 

Характер устойчивости седловых точек E3 и E4 

мономорфных узлов не меняется и система (6) 

также оказывается квадростабильной (рис. 2, 

область V). 

2.2. Модель Базыкина 

Модели динамики численности двух 

миграционно связанных популяций, каждая из 

которых описывается уравнением Базыкина, в 

безразмерном виде имеет вид [14]: 
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Сценарий перехода от бистабильности к 

квадростабильности в модели (4) оказывается 

аналогичен сценарию для системы (3). Небольшое 

различие связано только с изменением симметрии 

структуры бассейнов притяжений для разных 

устойчивых состояний (рис. 3). 

2.3. Система двух популяций, связанных 

миграцией 

Динамика системы двух миграционно связанных 

популяций с непересекающимися поколениями 

может быть описана моделью [11]: 
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x и y – численности популяций в n + 1-й сезон, a – 

репродуктивный потенциал, m – доли мигрантов. 

 
Рис. 3. (a) Нульклины системы (4); (b) фазовые 

портреты при малых коэффициентах миграции; (c) 

пример траекторий, содержащих 

продолжительные во времени участки динамики с 

существенными различиями численностей на 

разных участках, как часть переходного процесса. 

В модели (5) переход от фазовой бистабильности 

к квадростабильности в системе динамики двух 

популяций связан с появлением асинхронных 2-

циклов. Интересно, что сценарий этого перехода 

фактически аналогичен сценарию возникновения 

квадростабильности частот аллелей в системе двух 

популяций при пониженной приспособленности 

гетерозигот. Действительно при достаточно 

высоком коэффициенте миграций в результате 

первой бифуркации, (переход через h = 2), ненулевая 

неподвижная точка hayx  )ln(  системы (5) 

теряет устойчивость, и появляются элементы 

устойчивых синфазных 2-циклов (рис. 3,а). При 

уменьшении коэффициента связи m, по мере того 

как параметры попадают в область  

h > 2(1 – m)/(1 –2m), от неустойчивой точки 

hayx  )ln(  «отщепляется» еще пара решений, 

соответствующая элементам неустойчивого 

противофазного цикла длины два – 21-цикла 

(рис. 4,б).  

При дальнейшем уменьшении параметра m, от 

каждого элемента этого 21-цикла отщепляется еще 

пара решений, соответствующих элементам 

неустойчивых несинфазных 2-циклам с частичной 

противофазной синхронизацией (без захвата 

амплитуды), а сам 21-цикл становится устойчивым 

(рис. 4,в-г). Таким образом, при достаточно малых 

m, в зависимости от начальных данных (бассейна 

притяжения), траектория системы (5) стремиться к 

одному из четырех возможных устойчивых 

состояний. Либо к одному из двух устойчивых 

синфазных (совпадающих по фазам и амплитудам 

для каждой популяции, но различающимся между 
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собой по фазам) 2-циклам, либо к одному из двух 

устойчивых противофазных (совпадающим по 

амплитуде, но различающихся по фазам, как между 

популяциями, так и между собой) 21-циклам.  

 
Рис. 4. Эволюция ненулевых решений (5) при 

уменьшении коэффициента связи m и a = 8. Точки 

пересечения кривых – элементы 2-цикла. 

Возможно, такой сценарий перехода к 

квадростабильности связан с «равновеликостью» 

популяций. 

2.3. Уравнение Рикера с периодическим 

мальтузианским параметром 

В случае циклического воздействия на 

численность популяции с непересекающимися 

поколениями, изменяющее значение ее 

репродуктивного потенциала, уравнение динамики 

численности имеет вид [15, 16]: 

     n

n

nn xxx  expρ1α1 , (6) 

α и ρ – среднее значение и амплитуда колебаний 

мальтузианского параметра. 

Рост среднего значения α модели (6) приводит к 

переходу от фазовой бистабильности 2-цикла к 

квадростабильности, и также связан с появлением 

противофазных 2-циклов. Однако сценарий этого 

перехода больше напоминает сценарий 

возникновения квадростабильности в модели 

динамики численности двух миграционно 

связанных популяций, каждая из которых 

описывается уравнением Базыкина (модель (4)). 

Действительно здесь при росте параметра α 

элементы асинхронных циклов не отщепляются от 

неустойчивой равновесной точки, а рождаются в 

результате касательной бифуркации. При этом 

рождается как элементы устойчивых, так и 

неустойчивых асинхронных циклов, а устойчивых 

синхронного цикла не меняется. 

2.4. Циклы в популяциях с двумя стадиями 

развития 

Фазовая бистабильность модели Рикера в 

области 2-цикла естественным образом переходит в 

фазовую квадростабильность моделей 

двухвозрастных популяций, которая имеет вид [10]: 
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где параметр ρ = α/β характеризует относительный 

вклад младшей возрастной группы в лимитирование 

воспроизводства. 

Главная особенность режимов динамики 

системы (7) в области, соответствующей 2-циклу 

модели Рикера, это появление при слабых связях 

между смежными поколениями (малых ρ и c) 

сильного резонанса 1:4 (языка Арнольда), который в 

простейшем случае соответствует существованию 

устойчивой периодической точки периода 4. 

Фактически, при нулевой выживаемости старшей 

возрастной группы и отсутствии влияния младшего 

возраста на рождаемость (или старшего на 

выживаемость молоди) мы имеем ситуацию, когда в 

одной локальности одновременно присутствуют две 

несвязные субпопуляции. Действительно, текущая 

численность младшего возраста определяется 

только численностью старшего возраста 

предыдущего поколения и будет влиять только на 

численность старшего возраста в следующем сезон 

размножения. Текущая численность старшего 

возраста, в свою очередь, определяется только 

численностью младшего возраста предыдущего 

сезона размножения и будет влиять только на 

численность младшего возраста в следующем 

поколении. Наличие фазовой бистабильности 2-

циклов каждой из субпопуляций естественным 

образом приводит к фазовой квадростабильности 

всей системы. 

Если в рассматриваемые модели двухвозрастной 

популяции добавить моногенное диаллельное 

генетическое разнообразие по репродуктивному 

потенциалу, то появляется весьма впечатляющая 

картина суперпозиции рассматриваемых моделей. 

При слабых связях между смежными поколениями 

(малых ρ и c) и относительно небольшой 

приспособленности гомозигот (обеспечивающей 

наличие устойчивого равновесного состояния 

мономорфной популяции) и при пониженной 

приспособленности гетерозигот наряду с 

устойчивостью двух мономорфных состояний, 

несколько неожиданно обнаруживается еще один – 

третий устойчивый динамический режим. Этот 

режим и заключается в циклических колебаниях 

генетической структуры, при которых в четные 

годы (т.е. в одной из субпопуляций) преобладает 

один из аллелей, а в нечетные годы (т.е. во второй 

из субпопуляций) другой. Наличие такого режима 

означает возможность устойчивой первичной 

генетической дивергенции (дифференциации) 
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особей разных субпопуляций, или другими словами, 

особей относящихся к разным поколениям. 

3. Заключение 

Приведенный обзор весьма различающихся 

популяционных исследований позволяет заключить, 

что наличие бистабильности в простых локальных 

моделях может привести к появлению 

квадростабильности, например, при усложнении 

моделей и рассмотрении популяционных процессов 

в пространстве. Другими словами: пространственно 

временная неоднородность часто оказывается 

следствием локальной бистабильности. Это 

обнаруживается в разных моделях и весьма разных 

содержательных задачах, но происходит по 

удивительно схожим эволюционным сценариям, 

приводя, как правило, к весьма интересным, часто 

контринтуитивным, выводам. 
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